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Sazetak

Diferencijalne jednadzbe prirodno se javljaju kao modeli koji opisuju pon-
aSanje razli¢itih sustava (fizikanih, biologkih, ekonomskih...) pa je klju¢no poz-
navanje matematickog alata kako bismo razumjeli ponaSanje tih sustava. Stoga
je u tekstu koji slijedi izneSen vrlo kratki uvod u obi¢ne linearne diferencijalne
jednadzbe s konstantnim koeficijentima, a koje su klju¢ne za rjeSavanje prob-
lema vezanih uz titranje.

1 Rjesenja diferencijalnih jednadzbi

Za razliku od algebarskih jednadzbi, koje opisuju vezu medu varijablama, diferen-

cijalne jednadZbe opisuju vezu neke funkcije 2(¢) i njenih derivacija (™ (t)
F(tz,&,..,2™) =0, neN (1)

pa je rjeSenje takve jednadzbe na intervalu I svaka realna (ili kompleksna) dovoljno
glatka funkcija z : I — R(C) ¢jim uvrstavanjem u jednadzbu (1) dobivamo istinitu
jednakost za svaku vrijednost varijable ¢ € I. U fizici je ta nepoznata funkcija
najcescée neka vremenski ovisna veli¢ina z(¢). Red n diferencijalne jednadzbe odreden
je redom najvise derivacije nepoznate funkcije (™ koja se pojavljuje u njoj. Oblik
od (1) u kojem je ona razrijeSena po n-toj derivaciji

™ = f (t,:r,x', ...,x("_l)) (2)

nazivamo njenim kanonskim oblikom. Osnovna tehnika rjeSavanja diferencijalnih jed-
nadzbi jest integriranje. RjeSenje, odnosno n-parametarska familija funkcija

fE:@(t,Cl,CQ,"' aCn) <3)

ili

(I)(taxaclaCZ?"' aCn) =0 (4)
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koja sadrzi n proizvoljnih konstanti C; i koja identi¢no zadovoljava (1) i (2) naziva se
op¢de rjeSenje ili opéi integral. Partikularno je rjeSenje ono rjesenje koje se dobiva
iz op¢ega specijalnim izborom konstanti C4,Cs,--- ,C,. Konstante Cy,C5,--- ,C,
¢esto odredujemo iz pocetnih uvjeta koji nam daju vrijednosti nepoznate funkcije i
njenih derivacija u t = 0. RjeSenja koja se ne mogu dobiti iz opceg ni za jedna izbor
konstanti nazivaju se singularna.

Ako se u (1) varijabla t pojavljuje samo kao argument funkcije z(t) i njenih derivacija,
kazemo da je jednadzba homogena. Ako se funkcija z(t) i njene derivacije pojavljuju
kao prve potencije, kazemo da je diferencijalna jednadzba linearna.

2 Homogna linearna diferencijalna jednadzba

Homogena linearna diferencijalna jednadzba n-tog reda s konstantnim koeficijentima
a; € R, ag # 0 glasi

Opce rjesenje od (5) mozemo zapisati u obliku

e (6
i=1

gdje su O; proizvoljne konstante te 2’ linearno nezavisna partikularna rjesenja koja

odredujemo prema rjesenjima (korijenima) {Aq,---, A\, } karakteristi¢ne jednadzbe
CL())\n—i-(ll)\n_l_""'+a”—1>\+an:0‘ (7)

U ovisnosti o prirodi rjeSenja )\; uzimamo razlicite oblike za partikularna rjesenja z*:

(H1) za relani \; kratnosti 1

7' = exp (Ait) (8)
(H2) za relani \; kratnosti p
7} = exp (\it) 9)
xy = texp (\it) (10)
z! =t exp (\it) (11)



(H4) za konjugirano kompleksni par (A\; = a + BI, A\; = o — (1) kratnosti s

7t = exp (at) cos(Bt) (14)
rh = texp (at) cos(Bt) (15)
r' = t""exp (at) cos(Bt) (16)
2., = exp (at)sin(Bt) (17)
2., = texp (at)sin(Bt) (18)
xh, = t* "t exp (at) sin(Bt) (19)

3 Nehomogna linearna diferencijalna jednadzZba

Nehomogena linearna diferencijalna jednadzba n-tog reda s konstantnim koeficijen-
tima a; € R, ag # 0 glasi

aox(n) +a "V b ba, d tanr = f(@) . (20)

Opce rjesenje od (20)
r=2xy+ Tp (21)

moZemo zapisati kao zbroj opceg rjeSenja xy (6) pridruZzene homogene jednadzbe (5)
i nekog partikularnog rjeSenja xp dane nehomogene jednadzbe (20). Ako je

f(t) = exp(at) [P,(t) cos(ft) + Qum(t) sin(5t)] (22)
onda rp moZzemo naé¢i metodom neodredenih koeficijenata pretpostavljajuci ga u ob-
liku

xp = t* exp(at) [Ti(t) cos(Bt) + Re(t) sin(5t)] (23)

gdje su P, @, R, T polinomi nazna¢enog stupnja (n, m, k, k) s tim da je k = max(m,n).
Za s uzimamo kratnost korijena A = « + i karakteristi¢ne jednadzbe (7), odnosno
s = 0 ako a + (87 nije korijen karakteristi¢ne jednadzbe. Ako je

!
F&) =Y bifilt) (24)
i=1
koristimo princip superpozicije za pronalazenje partikularnog rjesenja
!
i=1

gdje je xp, partikularno rjeSenje jednadzbe

apr™ + a1z "V ¢ by d A+ apr = fit), i=1,--- 1. (26)



4 Primjeri diferencijalnih jednadzbi Cesto koriStenih
na vjezbama iz OF3

U tekstu koji slijedi koriste se standardne oznake kao na vjezbama iz Opce fizike 3
(OF3) te se objasnjava postupak dobivanja rjesenja kojih u problemskim zadacima
ina¢e odmah piSemo kada dobijemo diferencijalnu jednadzbu odredenog tip, dakle
bez rjeSsavanja njene karakteristi¢ne jednadzbe.

4.1 Jednostavni harmonijski oscilator

Diferencijalna jednadzba, koja opisuje gibanje linearnog harmonijskog oscilatora,

d?x(t)

T = k) 27

obi¢na je homogena linearna diferencijalna jednadzba 2. reda (5)

d*x(t) 9 B
o +wy - z(t) =0 (28)

Cija je karakteristi¢na jednadzba (7)

M4wi=0. (29)
Rjesenja te karakteristi¢ne jednadzbe
A1z = Fwol (30)

oblika su (H3) gdje je @« = 0 i = wp pa opce rjesenje (6) piSemo kao opéenitu
linearnu kombinaciju partikularnih rjeSenja (12) i (13)

x(t) = Cy cos(wpt) + Cy sin(wpt) (31)

Sto mozemo radi jednostavnosti zapisati i kao

z(t) = Acos(wot + ¢) | . (32)

Naime, odredeno rjeSenje dobivamo primjenom pocetnih uvjeta pomocu kojih odredu-
jemo konstante C; i Cy u (31), odnosno amplitudu oscilacija A i pocetnu fazu ¢ u
(32). Medutim, iz jednakosti rjeSenja (32) i (31)
C cos(wot) + Cy sin(wpt) = A cos(wot + ¢) (33)
Cheos(wot) + Caosin(wot) = Acos(wot) cos(p) — Asin(wot) sin(p) (34)

slijedi jedinstvena veza parova tih konstanti

Cy = Acos(p) (35)
Cy = —Asin(y) (36)

pa ¢emo radi jednostavnosti, kada dobijemo diferencijalnu jednadzbu (27), njeno
rjeSenje pisati u obliku (32).



4.2 PriguSeni harmonijski oscilator

Diferencijalna jednadzba, koja opisuje gibanje prigusenog harmonijskog oscilatora,

dx(t) dx(t) 9
o =—20 - — wiyx(t) (37)

obi¢na je homogena linearna diferencijalna jednadzba 2. reda (5)

d*xz(t) de(t)
T 26 i woz(t) =0 (38)
Cija je karakteristi¢na jednadzba (7)
N+ 260 +ws =0. (39)

Rjesenja te karakteristi¢ne jednadzbe

)\1,2 =0+ \/wg —02l=-6& WI]I (40)

oblika su (H3) gdje je « = —0 1 § = —u' pa opce rjeSenje (6) piSemo kao opéenitu
linearnu kombinaciju partikularnih rjesenja (12) i (13)

z(t) = Cre ™ cos(w't) + Cye ™ sin(w't) (41)

§to mozemo kao (32) radi jednostavnosti zapisati u obliku

z(t) = Ae ™ cos(wW't + )| . (42)

Prema tome ubudude, ¢im dobijemo oblik diferencijalne jednadzbe (37), mozemo kao
rjeSenje pisati (42).
4.3 Prisilni harmonijski oscilator

Diferencijalna jednadzba, koja opisuje gibanje prisilnog harmonijskog oscilatora pogonjenog
nekom vanjskom osciliraju¢om silom Fj cos(wt),

d*z(t) _ _25dx(t)

I i wiz(t) + Fy cos(wt) (43)

obifna je nehomogena linearna diferencijalna jednadzba 2. reda (20)

d?x(t) 95 dx(t)

I o + wiz(t) = Fycos(wt) (44)

Cije je opce rjeSenje (21). Njoj je pridruzena homogena diferencijalna jednadzba (37)
pa prema (42) uzimamo

rr(t) = Ae ™ cos(W't + ) . (45)



rjesenje . Usporedbom nehomogenog ¢lana Fy cos(wt) i (22) zaklju¢ujemo: a = 0,5 =
w, Py(t) = Fy,Qm(t) = 0 = n,m, k,s = 0 pa partikularno rjesenje pretpostavljamo
u obliku

xp(t) = Cr cos(wt) + Cr sin(wt) (46)

odnosno, analogno prethodim rjeSenjima, moZzemo ga pisati u obliku
zp(t) = A(w) cos(wt + ) (47)

te uvrStavanjem u pocetnu diferencijalu jednadzbu zakljuciti

Alw) = l A= D (49)
V(WE — w?)? + (20w)? masa
—20w
@ = arctgm (49)
0

Amplituda oscilacija u zg(t) eksponencijalno opada pa nakon dovoljno dugo vremena
moZzemo zanemariti taj ¢lan u opéem rjesenju z(t) = xyg(t) + xp(t) i pisati

z(t) = A(w) cos(wt + ¢) | . (50)

Prema tome ubudude, ¢im dobijemo oblik diferencijalne jednadzbe (43), te nakon
dovoljno velikog ¢, moZemo kao rjeSenje pisati (50).



